MP Maths Alors !

Semaine 6

Topologie des e.v.n.
Suites et séries de fonctions

Etudiant D01 : oottt

— Exercice n°1 N

-z 1
Pour tout n € N*, on pose f,(z) = _c et u, = n(x)dx.
1 + n2.%'2 0

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,), sur [0;1].
2. Soit a €]0; 1]. La suite de fonctions (f,), converge-t-elle uniformément sur [a;1]?
3. La suite de fonctions (f,), converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?
4. Trouver la limite de la suite (up)nen.
- : Source : CCINP ex 27 —/

Exercice n° 2
Considérons la suite de fonctions (f,), définies, sur [0;1], par f,(z) = 2" (1 — x).
Démontrer que (fy,), converge uniformément vers 0 sur [0; 1].

Exercice n® 3 " (ler) Théoréme de Dini .

C(K,R).
Démontrer que si la suite (fy,), converge simplement vers f € C(K,R), alors la convergence est uniforme.
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MP Maths Alors !

Topologie des e.v.n.
Suites et séries de fonctions

Etudiant D0 2 & oot

— Exercice n°1 N
1. Soit X un ensemble, (g, ), une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g, ), vers la fonction

g.
2
2. On pose fp(z) = ZI 16—nz2 cos(y/nx).

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,),.
(

)
b)
)
)

La suite de fonctions (fy,), converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[?

(c

(d) La suite de fonctions (f,), converge-t-elle uniformément sur |0; +oo] ?

Soit a > 0. La suite de fonctions (f,), converge-t-elle uniformément sur [a; +o0]?

Exercice n° 2
Considérons la suite de fonctions (gy)n, définies sur [0; 1], par g, (z) = z" sin(7x).
Démontrer que (gn)n converge uniformément vers 0 sur [0; 1].

Exercice n° 3 '~ (2éme) Théoréme de Dini |

f continue sur [a, b]. On suppose que les fonctions f,, sont toutes croissantes.
Montrer que la suite (f,), converge uniformément vers f.
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Topologie des e.v.n.
Suites et séries de fonctions

Etudiant D03 & oottt

— Exercice n°1 N

1. Soit X une partie de R, (fy,), une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une
fonction f. On suppose qu’il existe une suite (x,,), d’éléments de X telle que la suite ( fr,(xn)— f(zn))n
ne tende pas vers 0.
Démontrer que la suite de fonctions (f,), ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin(nz
2. Pour tout = € R, on pose f,(x) = #
(a) Etudier la convergence simple de la suite (f;, ).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,), sur [a; +oo[ (avec a > 0), puis sur ]0; +oo.

Exercice n° 2

Démontrer que la suite de fonctions définies sur Ry par f,(x) = e " sin(nz) converge simplement sur

R, que la convergence est uniforme sur tout intervalle de la forme [a; +0o[ (a > 0), mais qu’elle n’est pas
uniforme dur Ry.

— Exercice n° 3 N
Montrer que la suite de fonction (f,), définies par :

fn: C — (®
z = (14—%)“

converge uniformément sur tout compact de C vers f: z — €.

. J
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