
MPSI

Semaine 1

Logique et Calculs algébriques
Étudiant no 1 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Énoncer et démontrer la factorisation an − bn pour a, b ∈ R et n ∈ N
∗.

Exercice no 1 Question de cours

1. Déterminer si la proposition suivante est vraie :

∀y ∈ R
∗,∀z ∈ R

∗, ∃x ∈ R
∗, z − xy = 0.

2. Donner la négation de la proposition suivante :

∀x ∈ R, f(x) 6= 0.

Exercice no 2 Logique

Calculer
n
∑

k=0

k(3k + 1).

Exercice no 3 Calcul algébrique

Calculer
n
∑

k=0

k

(k + 1)!
.

Exercice no 4 Calcul algébrique
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Logique et Calculs algébriques
Étudiant no 2 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Énoncer et démontrer la propriété du triangle de Pascal.

2. Construire le début du triangle de Pascal.

Exercice no 1 Question de cours

1. Déterminer si la proposition suivante est vraie :

∃a ∈ R, ∀ε > 0, |a| < ε.

2. Donner la négation de la proposition suivante :

∀x ∈ R, f(x) > 0 =⇒ x ≤ 0.

Exercice no 2 Logique

Calculer
n
∑

k=0

3

25k+1
.

Exercice no 3 Calcul algébrique

Calculer
n
∑

k=0

n
∑

l=1

min(k, l).

Exercice no 4 Calcul algébrique
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Logique et Calculs algébriques
Étudiant no 3 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Énoncer et démontrer la formule du binôme de Newton.
Exercice no 1 Question de cours

1. Soit f : R → R, exprimer à l’aide de quantificateurs que f n’est pas constante.

2. Déterminer si la proposition suivante est vraie :

∃a ∈ Z, ∀b ∈ Z, a+ b > 0.

Exercice no 2 Logique

Calculer
n
∑

k=0

2k−1

3k+1
.

Exercice no 3 Calcul algébrique
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Correction

étu 1) an − bn = (a− b)
∑

n−1
k=0 a

kbn−1−k.

étu 2)
(

n

k

)

+
(

n

k+1

)

=
(

n+1
k+1

)

.

étu 3)

(a+ b)n =
n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k.

Correction de l’exercice no 1

étu 1) (a) Vraie : on choisit x =
z

y
.

(b) ∃x ∈ R, f(x) = 0.

étu 2) (a) Vraie, prenons a = 0.

(b)
∃x ∈ R, f(x) > 0 et x > 0.

étu 3) (a)
∃(x, y) ∈ R

2, f(x) 6= f(y).

(b) Fausse.

Correction de l’exercice no 2

étu 1)
n
∑

k=0

k(3k + 1) = n(n+ 1)2.

étu 2)
n
∑

k=0

3

25k+1
=

3

2
×

1− 2−5(n+1)

1− 2−5
.

étu 3)
n
∑

k=0

2k−1

3k+1
=

1

2

(

1− (
2

3
)n+1

)

.

Correction de l’exercice no 3

étu 1) Par télescopage,

n
∑

k=0

k

(k + 1)!
= 1−

1

(n−+1)!
.

étu 2)

n
∑

k=0

n
∑

l=1

min(k, l) =
1

6
n(n+ 1)(2n + 1).

Correction de l’exercice no 4
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